


Matrices et Als

V W des Kev de dim d
,
d

j j

B B' des bases

on a construct des isomorphismes
:, v

CLB : K*I W



on a egulement constructure base

Bi
,
B
de Hom (V

,
W

/famee d'AL elementaires
Eig ind' jed

et done un isonorphine
C

Bi
:(d Homw
(Miglie;jad[mijig



i[
Wij

-

In premier cordonnee i
donne la figme a laquelle
apportientmijetlagemecordona
apportient Mig





Exemple : V= K W-R

q(x,y,7)= (2x+4y, y
+3z)

mato
,
po(q) = 4



Exemples
Matrice nulle

Omn=Oly



Matrices
elementaires

, Eij = mati

Mij(Eijf=1 i S &

MikijO
is lightligh m

J



Carries dimW = dimV=&

les matrices sout dxdetsont
carries

Cas fundamental W= r

Hom(V
,
V) = End (V)



Identite/Scalaire
Idv : V -V BeB'

V -3X

Dans a Cas

matill =/



Si BFB

matzig(Id) # Edd



Multiplication por le scolaires:
Xck : [m] : ver - XeU

B=B

matip((++ ) =)" 0 ↑0





Structure des Espace
de matrices



Addition ofX par
he scalaines

Mixd(K] et un Ker on l'addition

est donnee par
m=migig n=nig/ig EMdd(
m +n := (mijtmij/ij

NekX
.m= (migfig



Cas Lois sur Maxd(K) sont celles
telles

que

matzip : Hom/V,W-> Mad(K)
soit unisom de Kev.



Pour definir le product de
2 matrices if fant que
la zomelim de la yerematriz

sat = a la sevedim de la cemematrice



-
Mid .Nak -- = Nf
9

Mig .Make
9.t

Midnak1
Me =L



Exemple: P(X,Y,z)= (2x+4y, y+3z)

Y(s,t) = (3s+t, s ++)

Yog : (x,)

(3(2x+4y) + y+32 ,2x +Ey +3z)
= (6x+ 13y +3z , 2x+Sy +3z)



N = mat(q) =(2403)
M = mat(y) =(3, i)

MxN = mat(pog)

13.



Images de Vecteurs



Exemple : P(X,Y,z)= (2x+4y, y+3z)

v = (1, 1, 1) q(1 ,4)=(6, 4)

(i)
(348)(4)



Exemple : V = IR[B2

GIVEV PAPIPX

9)x4 X +11
= X . 2 - (x2+X + 1)
= -
X2 + X - 1

B-B
=54 , X ,X23

q(1)= -1g(x) =
-Xp(xy=-X+2X



motiip(q) =( .0
g(1 +X+xz)(i)= -y+X - 1

(0)



Product de matrices elementaires

Preve : Eig represente Eigdans des
vVw

-

Serbiff Sgib

Eig Ejp(e) = Eig(en)fa)



=(e) Eig(fj)
= Sm

=kifff)gi
= Sm=Sy / gi= S=gi
=Sy=jE ,(v)
=o j(in)(ep)



Con a Eigo Eyr=Sy Ein
en repussant aux matrices associzes

Eig[jnGgFir

#I



d= d= d : Maxa(k)+Mard(k) --Maxd(k)
la multiplication de matrices est
une

foi interne

C'est le seul cas on on obtient
one multiplication interne.

= Composition dam End(V)



Cas de Isomaphismes
9 : V w

p :
w =-Y

Bebase de / B = base de W

mut(9) , mat)M(
Ga Gog-Edy GoEd



En a alors que
matzpi()matzip(e)=mati)Fdv)

=I'd

matz'(g)xmatzpig)=matzilgo"
=matzi)Idw)
=Ed



Si M = matzip(g) M= mat,
alos M'sM

=
MM'

= Id

Met M' sont inverses l'une de

l'autre dan Mp(k) ·



Preuve







Rang d'unematrice : G :V -w

vg(q) = dim Im &
= dim Vert(G(,), ..., g(ed)

Se, ...,ed] =base de I.
si M = mat(e)

M- Imme



si M= matzip(9) rg(M) = vg(g)

Bmg : Fregalite du rang
rg(p)minim V , dimW)
rg(M) <min(d ,d)



Example :p(x,y,z)= (2x+4y, y+3z)

M = mat(y) =(40
Cm(k) =2 mat(q) =1000
rg(m)=1
Ca(k)=3 mat(q)=)8)
vg(M) =2



Si Cm(K) +2 vg(M) =2



Matrice de
rang r/Exemple)

Thm NI : Sat 9 : /
=Wvg(y)= r
· min/d,d')

Do la preuve duThm NF
if existe

ne base B de VeturebaseB
deWt

9

Beje, , ...ev,ev-, ed] eviebe
ist



Beje, , ...ev,ev-, ed] eviebe
ist

B =Sfx--- ,fr, frx-yfd] avec

fi-pleit pour is ....r et

fix---fd' complete la base deInq



·in



Transportion



M=4

M = (2)







Exo : demontrer "a la main"



Rang de la trampose

Prenve : Sat Ptq mat-
ef p l'application dual G?W

*

On a my ry/p
* ) = ry(g)



Comme matziple) =M
la matrice matzapia() =*M
etque ryM=g = rgqvgtM

E
Exo : demontre rgM =vg

*
M

-

sum les mains !



Ex : /240mm(2)
ry
M = vgM

-> si/ = 2 "M_ O
rgtM = rgM=

-SiCaK+2 onvoit en regardant
les



les feres et zent cordonnees

que
l 2 colonnes sont fin indep
vg
+M =2 = ryM.





Algebre des Matrices Carries

Si d = d=d"la multiplication entre
matrices ded donne une loi de composition

interne

Ma(k)Malk) -> Malks
(M , w) = M

.
N





Algebre des Matrice vs Algebre der Endomorphisms
V/ = k-ex de dim d

(End (v), + . , 0 ,Fly,&x)
at une

Kalgebre .



natigi-

la base de V comme

espace d'arrive datetre

egale a la base deV

comme espace
de depart.



Le
groupe

limeline



Critere d'Inversibilite





nationet transportion
Minverable vgM =d-srgtM =d

-Minversible

que vout [M)" si Matinversible

[M)" = + (M-)
si on regarde MxM* Id



+

(xM") =Id = Id

= (MT) x
+
M = Id

(M)" =+(M") ·



Changement de Base

9 : G :V-W etsion a des

base BCV BCW

matzip(9) eMaxd(k)
Si on preud d'autres baresB, C V

BicW



Comment calcule

mat(q) enfet de matzig(!



Prenve : On a la relation de composition

9 = Id opold
Rappel le lieu en composition d'AL
et product de matrics associs
U



mat(0)= matt) + matcy

or applique atte relation a

&
mat - madwmat(ma





Reuve : regle de composition de ALs
et de leurs matrie das des Bases donne

applique a =4- Idy YOGI



Cas des Endo morphismes
Si V = W souvent on pread B. BcV

B=Buck
doe sion note

matz(9) =matzp(e)
mat(q) =matibu(p



La famule de changement de base
secrit

mat(9) = mat mat (P)-mate
= (matzin/*matz(y)+malign



Example : V
=
K
*

B=(,0) , 10, 13
Bu=5(1 ,3) , (1, 29]

By etune base car Bnest libre etafelts
Bust libre con le Erectus we sont

jamais proportionals I'un a l'autre

matizingl
contient les cordonnes de

matBuB = (1,0) et 10,1 exprime comme

CL de 11
,3/et (1,2



2(1 ,3) -3(1,2) =(,0) = - 1,0)

(l
,0)=2(1,3) +3(1,2)

(1,3) - (1 ,2) = 10,17

matBB))



12)
bill il



Matrices Equivalentes
/Sunblables



Changement de base (Rappel)
1/ > BBn WoBBn

G : V = w

Mn=mat(G) Mematla

on a



Mn = mat Mxmatz

G
Mn = AM B

AzGlpi(K) BeGla(KS





Prenve : MSM M
- IgxM +Fd

= si MnN N = AMB
xAt xB
-> ANB"

=M
-MsNet NoP

P=ANB N =Am
PEA

.
M

.

BB -- M-P



Premier :
Edd,



Irene : Si Met N sont equivalentes
alon elles representent lan AL 9
as des Bases possiblement differentes
lur reing rant vg(p)
- Reciproquement si Met Nort

, rang
elles representent des ALs & , 9
de in ray

.



la preure du thi NI dit que
Il existe des bases taples matrices de

Get p de as bases sont

Faxd
,uo

= M-Idd
,

-N
.



If y a done

min (d,d')+ 1 Classes d'equivalentes
as Max(K) .



Matrices Semblables

p : V = V B
,
BnCY

mat =(mat max mana
AN Gla(k)

Mn = C MC avec C=mat)



&g : si Met N sontsaublables afors

Met N sout equivalentes/A=C Bet
emparticulier Met Noun

rang
Mais des matrice de i rang we sont

pas Toujours subla bles.



m= (69)N =/ji)
Met N sont equir mais poss seublable

CMC
= CIC-CC-Fg

Set N



Ring :



Action
par Conjuguson

Exemple : si M-matz&
M
= matiz
,
C

M = Ad(C)(M) =CMC
C=matBuB = (matzint



Prenve : ((XM+N)C

=CM +CN)C = XCMC"-eNet

② CMNC = CMCNC
= CMc"y CNct

(3) Ad(C)(M) = CMC
+



Ad(c") (Ad(DM)
=(CME)(C)t
=CMEC = M

Ad(C)oAd(C) = IdMAC
Ad(C)oAd(C) =IdMAK



Action adjointe

Prenve :


